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基于重叠Ket增强和张量列车的非平衡频谱
制图算法

王 欣 1，2，申 滨 1，2*，黄晓舸 1，2

（1. 重庆邮电大学通信与信息工程学院，重庆 400065；2. 移动通信技术重庆市重点实验室，重庆 400065）

摘　要：　近年来，基于张量补全的频谱制图得到了广泛研究 . 目前用于频谱制图的张量补全算法大多隐含地假

设张量具有平衡特性，而对于非平衡张量，难以利用其低秩性估计完整的张量信息，导致补全算法性能受损 . 本文提

出基于重叠Ket增强（Overlapping Ket Augmentation，OKA）和张量列车（Tensor Train，TT）的非平衡频谱制图算法，以解

决非平衡张量在应用传统张量补全算法时性能下降的问题 . 首先使用OKA将低阶高维张量表示为高阶低维张量，在

无信息损耗的情况下解决非平衡张量无法利用其低秩性进行张量补全的问题；然后使用 TT矩阵化得到较平衡的矩

阵，在维度较平衡条件下提高补全算法的精确度；最后利用高阶低维张量的低秩性，使用并行矩阵分解或基于F范数

的无奇异值分解（Singular Value Decomposition Free，SVDFree）算法完成张量补全 . 仿真结果表明，针对非平衡张量，所

提方案与现有的张量补全算法相比，可以获得更精确的无线电地图，同时所提SVDFree算法具有更低的计算复杂度 .
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Ket Augmentation and Tensor Train
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Abstract:　 Spectrum cartography based on tensor completion algorithms has been widely studied in recent years. 
Most of the current tensor completion algorithms for spectrum cartography implicitly assume that the tensor is balanced. It 
may not be possible to take advantage of unbalanced tensors' low-rank nature to estimate the entire tensor information, lead⁃
ing to performance degradation. This paper proposes an unbalanced spectrum cartography algorithm based on overlapping 
Ket augmentation (OKA) and tensor train (TT) to address the performance degradation of unbalanced tensors when apply⁃
ing traditional tensor completion algorithms. Firstly, OKA is used to represent the low-order high-dimensional tensor as a 
high-order low-dimensional tensor, which solves the problem that the unbalanced tensor is unable to utilize its low-rank na⁃
ture for tensor completion without information loss. Secondly, the use of TT matricization to obtain more balanced matrices 
improves the accuracy of the completion algorithm under more balanced dimensionality conditions. Finally, using the low-

rank nature of the high-order low-dimensional tensor, the tensor completion is accomplished using the parallel matrix factor⁃
ization or Frobenius norm based singular value decomposition free (SVDFree) algorithm. Simulation results show that for 
unbalanced tensors, the proposed scheme can obtain more accurate radio maps compared to existing tensor completion algo⁃
rithms, while the proposed SVDFree algorithm has lower computing complexity.
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1　引言

无线电频谱资源是支撑国民经济、社会发展和国

防建设的稀缺资源，随着陆、海、空、天、网等多域电磁

频谱环境交叠耦合，电磁环境呈现出环境多域、态势多

维、信号密集的复杂特性［1］. 无线电地图（Radio Map，
RM）是电磁频谱态势的一种有效呈现形式，可以从时

间、空间、频率和能量等多个阶层和维度对电磁环境进

行定量描述，广泛应用于动态频谱接入［2］、室内定位［3］、
资源管理［4］等 . 频谱制图（spectrum cartography）旨在从

目标频段和目标地理区域获得的稀疏观测样本中，以

数据补全的方式构建多维RM，从而通过提供特定区域

内精确的射频环境信息以提高系统频谱效率［5］.
现有频谱制图技术大概可以分为三类：（1）基于插

值的方法 . 早期基于插值的频谱制图可以恢复单频段

RM，即完成空间上的RM恢复［6，7］. 文献［8］所提方案可

以完成空间和多频段上的RM恢复，但其仅允许目标地

理区域中存在单辐射源 . 由于所提方案假设阴影衰落

弱平稳，当多个辐射源共存时，辐射源间干扰可能会打

破平稳性 .（2）基于深度学习的方法 . 文献［9］所提方案

可以恢复单频段的RM，但是必须依赖观测数据和对应

的辐射源传输模式标签 . 文献［10］所提算法利用自编

码器神经网络恢复多频段RM. 文献［11］所提方案利用

深度神经网络拟合每个辐射源的空间损耗场函数，进

而恢复多频段 RM. 总体上看，基于深度学习的方法普

遍存在高质量标签样本数量稀缺和解释性不足的问

题，常常导致无法使用深度学习方法进行训练，或拟合

的传播方式可能不符合实际规律等问题，从而生成补

全结果不符合实际的 RM［12］.（3）张量补全算法 . 近年

来，基于张量补全的数据恢复得到了广泛应用，例如，

地震数据恢复［13］、全网吞吐量数据恢复［14］和交通流预

测［15］. 用于频谱制图的张量补全算法包括观测样本中

无异常值的张量补全算法［16~18］和观测样本中存在异常

值的张量补全算法［19，20］. 张量补全算法不限制目标区

域辐射源数量，可以恢复多频段 RM，并且张量补全算

法只利用观测数据进行补全，无需数据标签辅助，结果

可解释性强，因此近年来得到了广泛的研究 .
张量补全算法是矩阵补全算法的推广，其核心思

想是利用矩阵的低秩性估计完整的张量信息［21］，因此

对具有相近行数和列数的平衡矩阵有用 . 对于行数和

列数不相近的非平衡矩阵，其秩可能为min{mn}（m和

n分别为矩阵的行数和列数），无法利用矩阵的低秩性

估计完整的张量信息，导致张量补全算法性能下降 . 对

于非平衡张量，与广泛使用的压缩感知技术类似，可能

需要观测几乎所有的数据才能获得完整的张量信

息［22］，因此基于非平衡张量的补全算法是一个巨大的

挑战 . 为了规避此难题，目前用于频谱制图的张量补全

算法一般都隐含地假设张量是平衡的，现有频谱制图

算法尚未发现基于非平衡张量的补全算法 . 然而，在实

际频谱监测中，由于在时间、频段、空间等观测域之间

可能存在的巨大维度差异，往往获得的是非平衡频谱

张量，由此非平衡频谱张量条件下的数据补全就成为

频谱制图方法中一个亟待解决的问题 .
非平衡频谱张量固有的低秩特性会导致张量补全

算法生成 RM 时准确度下降 . 受图像处理中广泛应用

的重叠Ket增强（Overlapping Ket Augmentation，OKA）算

法的启发，本文针对上述问题提出基于 OKA 和张量列

车（Tensor Train，TT）的补全算法，以完成非平衡频谱张

量条件下的RM数据补全目标 . 仿真结果表明，针对非

平衡频谱张量，所提方案与现有的张量补全算法相比，

可以获得更精确的无线电地图，同时所提基于F范数的

无奇异值分解（Singular Value Decomposition Free，SVD⁃
Free）算法具有更低的计算复杂度 .
2　系统模型

本文将RM所关注的目标地理区域划分为P ´Q个

等面积的网格，目标地理区域中存在R个辐射源，且辐

射源在 K个频段上发送信号 . 目标地理区域的坐标用

复数表示，即坐标 (lx ly ) 记为复数 l  lx + jly，其中 j =

-1 是虚数单位 . 辐射源位置为 v = (v1 v2 vR )T =
(v1x + jv1y v2x + jv2y vRx + jvRy )T ÎCR. 假设 M 个频谱观

测传感器随机分布在目标地理区域中，则位于空间位

置 (pq)处的传感器 ξ在频段 k的接收信号功率表示为

zpqk = ϕ(ξ)∑
r = 1

R

ark f (ξvr )+ δ （1）
其中，ark 是辐射源 r在频段 k的发射功率，δ是误差项，

包括噪声功率、模型误差以及传感器的量化误差等，

f (ξvr )是辐射源 vr 到传感器 ξ之间的路径损耗，ϕ(ξ)表

示传感器位置 ξ处的阴影衰落 .
观测区域内无线信号传输路径损耗函数 f (××)表

示为

f (ξvr )=
ì
í
î

1             if dr ≤ d0

(d0 dr )
b   otherwise

（2）
其中，dr = | ξ - vr | = (ξx - vrx )2 + (ξy - vry )2 表示传感器 ξ

到辐射源 vr 的距离，d0 是天线远场参考距离，b 是路径

损耗指数 .
阴影衰落 ϕ(ξ)的统计特性建模为与空间距离相关

的对数正态分布，即以 ϕ(ξ)的 dB 值 ϕdB (ξ) 10 log10ϕ(ξ)

为均值，σdB为标准差的高斯随机变量，其自相关函数为

E[ϕdB (ξ)ϕdB (ξ' )]= σ 2
dB exp ( )-

|| ξ - ξ'
XC

（3）
其中，XC 是去相关距离，其取值近似等于障碍物群体的
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大小 .

根据式（1）可获得传感器在目标地理区域K个频段

上的接收信号功率，用三阶频谱张量Z (：：：) ÎRP ´Q ´K表

示 . 目标地理区域在第 k个频段上的接收信号功率，表示为

Z (：：k ) =
æ

è

ç

ç

ç

ç
çç
ç
ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷

÷
÷÷
÷
÷

÷

÷
z11k z12k  z1Qk

z21k z22k  z2Qk

   
zP1k zP2k  zPQk

（4）

其中，zpqk 表示在空间位置 (pq)处所观察到的第 k个频

段上的信号功率 . 若在空间位置 (pq)处不存在传感

器，则 zpqk = 0，即频谱张量Z存在缺失值 . 由此，采样率

ρ可以定义为

ρ =
M

P ´Q
（5）

对于N阶频谱张量ZÎRI1 ´ I2 ´ ´ IN，N的取值决定了

频谱张量的高低阶特性，In的取值决定了频谱张量的高

低维特性 . 频谱张量Z的非平衡度表示为

μ =
max

nÎ{12N}
In

min
nÎ{12N}

In

（6）
当非平衡度 μ 1 时，频谱张量 Z 是非平衡频谱

张量 .
3　所提算法

由式（4）可知，观测的频谱数据可以按照二维地理

空间、频段表示为三阶频谱张量，因此频谱制图任务属

于张量补全的范畴 . 针对非平衡频谱张量固有的低秩

特性所导致的张量补全算法性能下降的问题，本节提

出基于OKA和TT的非平衡频谱张量补全算法 .
3. 1　OKA算法

非平衡频谱张量固有的低秩特性会导致传统

的张量补全算法性能下降 . 本节使用 OKA 算法将

低阶高维频谱张量 Z 表示为高阶低维频谱张量 X，

在无信息损耗的情况下解决非平衡频谱张量无法

利用其低秩性进行张量补全的问题 . OKA 算法可以

获得粗粒度纹理之间的相关性，即 OKA 算法使频

谱张量展开的相关性表现为扫描自上而下各级矩

阵块之间的相关性，因此可以利用该相关性完成张

量补全 .
KA（Ket Augmentation）算法和 OKA 算法都可以实

现用高阶低维频谱张量X表示低阶高维频谱张量Z，也

就是对数据的重新排列组合 . KA算法不允许相邻块间

元素重叠，对张量的大小要求严格 . 例如对于 3阶频谱

张量 ZÎRP ´Q ´K 使用 KA 算法表示为 XÎRI1 ´ I2 ´ ´ IN ´K，

其中，P = ∏
l = 1

N

J a
l ，Q = ∏

l = 1

N

J b
l ，Il = J a

l J b
l ，l = 12N.

为了消除由 KA 引起的块伪影，考虑使用 OKA 算

法 . 与 KA 算法不同，OKA 算法允许相邻块间元素重

叠，如图 1所示 . 5 ´ 19的频谱矩阵在第一次分割时，使

用 3 ´ 7 的分割框且允许相邻分割框之间一个元素重

叠，得到 3 ´ 7 ´ 6的三阶张量，在第二次分割时，使用 2 ´
3的分割框且允许相邻分割框之间一个元素重叠，得到

6 ´ 6 ´ 6的三阶张量，从而实现用高阶低维张量 6 ´ 6 ´ 6

表示低阶高维张量5 ´ 19.
3. 2　TT-PMF张量补全算法

通过上述 OKA 算法，将低阶高维频谱张量 Z 的补

全问题转换为对高阶低维频谱张量 X的补全问题 . 在

实际通信场景中，信号功率具有非负性，因此在目标函

数中增加非负性约束 . 本节采用并行矩阵分解（Paral⁃
lel Matrix Factorization，PMF）算法实现张量低秩补全 .
故已知元素 (i1 i2 iN )ÎΩÌ (1I1 )´(1I2 )´ ´

(1IN )的频谱张量补全问题可以表述为式（7）：

min
Uκ Vκ X̂

∑
κ = 1

ϱ ακ
2  UκVκ - X̂[κ]

2

F

s.t.   X̂ (i1 i2 iN )=X (i1 i2 iN )

"(i1 i2 iN )ÎΩ(Uκ )rs ≥ 0(Vκ )rs ≥ 0
κ = 12ϱrÎsÎ

（7）

其中，UκÎR(∏
j = 1

κ

Ij )´ rκ
，VκÎRrκ ´( ∏

j = κ + 1

N

Ij )

为矩阵 X̂[κ]的因子频

谱矩阵，(Uκ )rs、(Vκ )rs分别为矩阵Uκ、Vκ中的元素，ϱ为频

谱张量 X̂的TT矩阵化种类数量，ακ为 X̂[κ]折叠操作生成

张量 X͂ = fold(X̂[κ] )占估计频谱张量 X̂的权重，∑
κ = 1

ϱ

ακ = 1，

X̂[κ]ÎR(∏
j = 1

κ

Ij )´( ∏
j = κ + 1

N

Ij )

为 N 阶频谱张量 X̂ÎRI1 ´ I2 ´ ´ IN 采用

TT矩阵化的Mode-κ形式，如式（8）所示：

X̂[κ](i1 + ∑
ℓ = 2

κ

(iℓ - 1)Jℓ iκ + 1 + ∑
ℓ = κ + 2

N

(iℓ - 1)Ĵℓ )
= X̂ (i1 i2 iN )

（8）

这 里 ，Jℓ = ∏
m = 1

ℓ - 1

Im，ℓ = 2κ，Ĵℓ = ∏
m = κ + 1

ℓ - 1

Im，ℓ ≥ κ +
2N.

采用块坐标下降法，通过对不同组{Uκ Vκ X̂[κ]}变

量进行交替优化计算式（7），得到等价的张量补全问题

表述：

min
Uκ Vκ X̂[κ]

 UκVκ - X̂[κ]

2

F

s.t. (Uκ )rs ≥ 0(Vκ )rs ≥ 0κ = 12ϱrÎsÎ
（9）

根据式（9）对因子矩阵 U ℓ
κ 和 V ℓ

κ 求偏导并令其为

0，得到

U ℓ
κV

ℓ
κ (V ℓ

κ )T - X̂ ℓ
[κ] (V

ℓ
κ )T = 0

(U ℓ
κ )TU ℓ

κV
ℓ
κ - (U ℓ

κ )T X̂ ℓ
[κ]= 0

（10）
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从而得到第 ℓ + 1次迭代的因子频谱矩阵：

U ℓ + 1
κ = é

ë
ù
ûX̂ ℓ

[κ] (V
ℓ
κ )T( )V ℓ

κ (V ℓ
κ )T †

+

V ℓ + 1
κ = é

ë
ù
û( )(U ℓ + 1

κ )TU ℓ + 1
κ

†
(U ℓ + 1

κ )T X̂ ℓ
[κ]

+

（11）

其中，[ •  ]+表示非负投影，将矩阵中的负数元素投影至

0，符号†表示伪逆操作 . 根据式（11），可以得到

X̂ ℓ + 1
[κ] =U ℓ + 1

κ V ℓ + 1
κ （12）

进而，最终估计的频谱张量 X̂ ℓ + 1由式（13）获得

X̂ ℓ + 1 (i1 i2 iN )= ∑
κ = 1

ϱ

ακfold(X̂ ℓ + 1
[κ] )(i1 i2 iN )

if (i1 i2 iN )ÏΩ
（13）

综上所述，在利用 OKA 算法将低阶高维频谱张量

Z表示为高阶低维频谱张量X，并使用PMF算法完成数

据补全后，利用折叠操作和 OKA 算法的逆操作完成非

平衡频谱张量的频谱制图，如算法 1所示 . 经过分析对

比发现，相较于常用的Tucker矩阵化，TT矩阵化可以获

得更平衡的矩阵，进而在维度较平衡条件下提高张量

补全算法的性能，因此本文采用TT矩阵化 .

3. 3　基于F范数的SVDFree张量补全算法

上述 TT-PMF 算法在对高阶低维频谱张量 X 补全

时存在伪逆操作，如式（11）所示 . 本节进一步提出

SVDFree张量补全算法 . 在求解式（9）时，在第 ℓ次迭代

中寻找因子频谱矩阵对 (U ℓ + 1
κ V ℓ + 1

κ )，使得
g(U ℓ

κ V
ℓ
κ X

ℓ )> g(U ℓ + 1
κ V ℓ

κ X
ℓ )

> g(U ℓ + 1
κ V ℓ + 1

κ X ℓ )
（14）

其中，频谱张量估计误差函数定义为 g(•)‖UκVκ -

X[κ]‖2. 式（14）的第一行Uκ迭代，Vκ不变，相当于求式（15）：
g1 (U ℓ + 1

κ )< g1 (U ℓ
κ ) （15）

其中，因子频谱矩阵 Uκ在第 ℓ次迭代时的估计误差函

数定义为g1 (Uκ )  UκV
ℓ
κ -X ℓ

[κ]

2.
设置因子频谱矩阵 U ℓ

κ 的迭代增量为 Dκ，即 U ℓ + 1
κ =

U ℓ
κ + Dκ时，估计误差函数g1 (Uκ + Dκ )为

g1 (U ℓ
κ + Dκ )=  (U ℓ

κV
ℓ
κ -X ℓ

[κ] )+ DκV
ℓ
κ

2

= g1 (U ℓ
κ )+ 2 U ℓ

κV
ℓ
κ -X ℓ

[κ]DκV
ℓ
κ

+  DκV
ℓ
κ

2

（16）

图1　用OKA算法将低阶高维频谱张量5 ´ 19表示为高阶低维频谱张量6 ´ 6 ´ 6过程

2471



电 子 学 报 2024 年

设置因子频谱矩阵U ℓ
κ的迭代增量为Dκ-tκ (U ℓ

κV
ℓ
κ -

X ℓ
[κ] )(V

ℓ
κ )T时，tκ为增量变化率，g1 (U ℓ

κ +Dκ )为

g1 (U ℓ
κ + Dκ )= g1 (U ℓ

κ )+ η1 (tκ ) （17）
其中，因子频谱矩阵Uκ的估计误差迭代增量定义为

η1 (tκ )-2aℓκtκ + bℓκ (tκ )2 （18）
0 < aℓκ   (U ℓ

κV
ℓ
κ -X ℓ

[κ] )(V
ℓ
κ )T

2

（19）
0 < bℓκ   (U ℓ

κV
ℓ
κ -X ℓ

[κ] )(V
ℓ
κ )TV ℓ

κ

2

（20）
因此，最优增量变化率为

t ℓκ  argmin
τκ

η1 (τκ )=
aℓκ
bℓκ

（21）
使得因子矩阵U ℓ + 1

κ 的估计误差迭代增量为

η1 (t ℓκ )=-
(aℓκ )2

bℓκ
< 0 （22）

因此，满足式（15）. 因子频谱矩阵U ℓ + 1
κ 求解为

U ℓ + 1
κ = [U ℓ

κ - t ℓκ (U ℓ
κV

ℓ
κ -X ℓ

[κ] )(V
ℓ
κ )T ]

+
（23）

其中，增量变化率 t ℓκ的定义如式（21）所示 .
类似地，对于式（14）的第二行求因子频谱矩阵Vκ，

相当于求式（24）：

g2 (V ℓ + 1
κ )< g2 (V ℓ

κ ) （24）
其中，因子频谱矩阵 Vκ在第 ℓ次迭代时的估计误差函

数定义为g2 (Vκ ) ||U ℓ + 1
κ Vκ -X ℓ

[κ]||
2.

设置因子频谱矩阵 V ℓ
κ 的迭代增量为 Dκ，即当

V ℓ + 1
κ =V ℓ

κ + Dκ时，估计误差函数g2 (V ℓ
κ + Dκ )为

g2 (V ℓ
κ + Dκ )=  (U ℓ + 1

κ V ℓ
κ -X ℓ

[κ] )+U ℓ + 1
κ Dκ

2

= g2 (V ℓ
κ )+  U ℓ + 1

κ Dκ

2

+2 (U ℓ + 1
κ )T (U ℓ + 1

κ V ℓ
κ -X ℓ

[κ] )Dκ

　　（25）

当 因 子 频 谱 矩 阵 V ℓ
κ 的 迭 代 增 量 为

Dκ -τκ (U ℓ + 1
κ )T (U ℓ + 1

κ V ℓ
κ -X ℓ

[κ] ) 时，其中 τκ 为增量变化

率，估计误差函数g2 (V ℓ
κ + Dκ )为

g2 (V ℓ
κ + Dκ )= g2 (V ℓ

κ )+ η2 (τκ ) （26）
其中，因子频谱矩阵V ℓ + 1

κ 的估计误差迭代增量定义为

η2 (τκ )=-2a͂ℓκ τκ + b͂ℓκ (τκ )2 （27）
0 < a͂ℓκ   (U ℓ + 1

κ )T (U ℓ + 1
κ V ℓ

κ -X ℓ
[κ] )

2

（28）
0 < b͂ℓκ   U ℓ + 1

κ (U ℓ + 1
κ )T (U ℓ + 1

κ V ℓ
κ -X ℓ

[κ] )
2

（29）
因此，最优增量变化率为

τ ℓκ  argmin
τκ

η2 (τk )=
a͂ℓκ
b͂ℓκ

（30）
则因子频谱矩阵V ℓ + 1

κ 的估计误差迭代增量为

η2 (τ ℓκ )=-
(a͂ℓκ )2

b͂ℓκ
< 0 （31）

因此，式（24）成立，因子频谱矩阵V ℓ + 1
κ 求解为

V ℓ + 1
κ = [V ℓ

κ - τ
ℓ
κ (U ℓ + 1

κ )T (U ℓ + 1
κ V ℓ

κ -X ℓ
[κ] )]

+
（32）

其中，增量变化率 τ ℓκ的定义如式（30）所示 .
综上所述，由于TT-PMF算法在对非平衡频谱张量

进行频谱制图时存在伪逆操作，即在求解因子频谱矩

阵对Uκ和Vκ时存在伪逆操作 . 因此，在使用OKA算法

将低阶高维频谱张量Z表示为高阶低维频谱张量X后，

进一步提出使用 SVDFree算法完成非平衡频谱张量的

频谱制图 . 由于所提 SVDFree算法不存在伪逆操作，降

低了复杂度，如算法2所示 .
3. 4　计算复杂度

在对频谱张量 X̂ÎRI1 ´ I2 ´ ´ IN 使用 TT 矩阵化得到

m ´ n的矩阵后（其中，m = ∏
ℓ = 1

κ

Iℓ，n = ∏
ℓ = κ + 1

N

Iℓ），TT-PMF算

法所需的计算复杂度为 O(2r 3
κ + 2r 2

κ (m + n)+ 3rκmn)，而

SVDfree 算法所需的计算复杂度为 O(rκmn)，因此 SVD⁃
Free 算法的计算复杂度更低 . 例如在仿真中，m = 126，

n = 384时，rκ = 56，SVDFree 算法的计算复杂度仅占 TT-

PMF算法的23.2%.
4　仿真结果及分析

在计算机仿真实验中，假设在 9 ´ 55 m2的目标地理

算法11　TT-PMF非平衡频谱制图算法

输入: 低阶高维频谱张量Z

输出: 估计频谱张量 Ẑ

1:使用OKA算法,将低阶高维频谱张量Z表示为高阶低维频谱张量X

2:初始化因子频谱矩阵对U 0
κ ÎR(∏

j = 1

κ

Ij )´ rκ
、V 0

κ ÎRrκ ´( ∏
j = κ + 1

N

Ij )

和权重ακ,
κ = 1ϱ

3:X̂ 0 (i1 iN )=X (i1 iN ),"(i1 iN )ÎΩ

4:  for ℓ=1:1:MaxIter
5:   for κ = 1:1:ϱ

6:    将频谱张量 X̂ ℓ展开,获得 X̂ ℓ
[κ]ÎR(Πκ

ℓ = 1 Iℓ )´(ΠN
ℓ = κ + 1 Iℓ )

7:    U ℓ + 1
κ = é

ë
X̂ ℓ

[κ] (V
ℓ
κ )T(V ℓ

κ (V ℓ
κ )T ) †ùû +

8:    V ℓ + 1
κ = é

ë((U ℓ + 1
κ )TU ℓ + 1

κ ) † (U ℓ + 1
κ )T X̂ ℓ

[κ]
ù
û +

9:    X̂ ℓ + 1
[κ] =U ℓ + 1

κ V ℓ + 1
κ

10:   end
11:  更新频谱张量 X̂ ℓ + 1:
12:     X̂ ℓ + 1 (i1 i2 iN )= ∑

κ = 1

ϱ

ακ fold(X̂ ℓ + 1
[κ] )(i1 i2 iN ),

              if (i1 i2 iN )ÏΩ

13:      X̂ ℓ + 1 (i1 i2 iN )=X (i1 i2 iN ),
       if (i1 i2 iN )ÎΩ

14:   ℓ = ℓ + 1

15: end
16:X̂ ℓ + 1执行OKA算法的逆操作,获得估计频谱张量 ẐÎRP ´Q ´K
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区域中，存在 R = 2 个辐射源，目标频段数 K = 64，路径

损耗指数 α = 4，阴影衰落服从标准差 σdB = 2 的对数正

态分布，误差项 δ为均值为 0、方差为 1的加性高斯白噪

声 . 辐射源的信号功率谱密度（Power Spectrum Density，
PSD）由若干个不同幅度的 sinc2 (x)经过平移缩放的方

式叠加而成 . 对于 9 ´ 55 ´ 64的三阶非平衡频谱张量，

使用OKA算法时在每次分割时允许相邻分割框之间一

个元素重叠，从而得到 6 ´ 6 ´ 6 ´ 6 ´ 64的 5阶较平衡频

谱张量 .
使用归一化绝对误差（Normalized Absolute Error， 

NAE）评估获得的估计频谱张量 Ẑ，如式（33）所示：

NAE =
∑
k = 1

K

 Z(：：k)- Ẑ(：：k)

∑
k = 1

K

 Z(：：k)

（33）

本文将所提算法与4种基线算法的性能进行对比 .
BCD［17］和 HaLRTC［21］是现有的典型张量补全算法 .
Tucker-PMF 算 法 和 TT-PMF 算 法 的 区 别 在 于 采 用

Tucker矩阵化还是TT矩阵化 . TT-Ha算法和TT-PMF算

法的区别在于 TT 矩阵化后，TT-Ha 使用 HaLRTC 算法

实现张量补全 .
图 2为辐射源发射功率为 40 dBm和 45 dBm时，在

不同采样率 ρ下的 NAE. 从图 2 中可以看出，现有的

BCD和LRTC算法在非平衡频谱张量时性能较差，所提

的 TT-PMF 算法性能最优 . SVDFree 算法性能略逊于

TT-PMF算法，但其计算复杂度大大降低了 . 由于TT矩

阵化相比于 Tucker矩阵化的矩阵更平衡，因此 TT-PMF
算法的性能高于 Tucker-PMF 算法的性能 . 对比 TT-Ha
算法和TT-PMF算法可知，PMF算法可以获得更好的性

能 . 从图 2 也可以看出，随着采样率的提高，各个算法

的性能都有所提升 .
图 3为采样率分别为 0.1和 0.4时，辐射源发射功率

算法22　基于F范数SVDFree的非平衡频谱制图算法

输入: 低阶高维频谱张量Z

输出: 估计频谱张量 Ẑ

1:使用OKA算法,将低阶高维频谱张量Z表示为高阶低维频谱张量X

2:初始化因子频谱矩阵对U 0
κ ÎR(∏

j = 1

κ

Ij )´ rκ
、V 0

κ ÎRrκ ´( ∏
j = κ + 1

N

Ij )

和权重ακ,
κ = 1ϱ

3:X̂ 0 (i1 iN )=X (i1 iN )"(i1 iN )ÎΩ

4:  for ℓ=1:1:MaxIter
5:   for κ = 1:1:ϱ

6:    将频谱张量 X̂ ℓ展开,获得 X̂ ℓ
[κ]ÎR( Õ

ℓ

κ

Iℓ )´( ∏
ℓ = κ + 1

N

Iℓ )

7:    T = (U ℓ
κV

ℓ
κ - X̂ ℓ

[κ] ), T1 =T(V ℓ
κ )T

8:    aℓκ =  T1

2

9:    bℓκ =  T1V
ℓ
κ

2

10:   t ℓκ =
aℓκ
bℓκ

11:   U ℓ + 1
κ = [U ℓ

κ - t ℓκT1 ]+ %更新U ℓ
κ

12:    T2 = (U ℓ + 1
κ V ℓ

κ - X̂ ℓ
[κ] ), T3 = (U ℓ + 1

κ )TT2

13:    a͂ℓκ =  T3

2

14:    b͂ℓκ =  U ℓ + 1
κ T3

2

15:    τ ℓκ = a͂ℓκ
b͂ℓκ

16:    V ℓ + 1
κ = [V ℓ

κ - τ
ℓ
κT3 ]+ %更新V ℓ

κ

17:    X̂ ℓ + 1
[κ] =U ℓ + 1

κ V ℓ + 1
κ    %更新 X̂ ℓ

[κ]

18:   end
19:  更新频谱张量 X̂ ℓ + 1:
20:   X̂ ℓ + 1 (i1 i2 iN )= ∑

κ = 1

ϱ

ακ fold(X̂ ℓ + 1
[κ] )(i1 i2 iN )

if (i1 i2 iN )ÏΩ

21:   X̂ ℓ + 1 (i1 i2 iN )=X (i1 i2 iN )

if (i1 i2 iN )ÎΩ

22:   ℓ = ℓ + 1

23: end
24:X̂ ℓ + 1执行OKA算法的逆操作,获得估计频谱张量 ẐÎRP ´Q ´K

 

 

(a) 辐射源发射功率40 dBm时, NAE vs.采样率

 

 

(b) 辐射源发射功率45 dBm时, NAE vs.采样率

图2　采样率不同时,各个算法对应的NAE
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不同时各个算法对应的 NAE. 在低采样率时，现有的

BCD 算法失效，TT-Ha 算法性能略高于 LRTC 算法 . 在

高采样率时，BCD 算法的性能起伏较大，且性能差，

LRTC算法性能不佳 . Tucker-PMF性能均优于现有BCD
和LRTC算法 . 所提TT-PMF性能最优，SVDFree算法性

能略逊于 TT-PMF 算法，但 SVDFree 算法计算复杂度

较低 .

图 4（a）为辐射源发送功率为 45 dBm，不同采样率

下的最小、平均、最大 NAE. 图 4（b）为采样率为 0.4时，

不同辐射源发射功率下的最小、平均、最大NAE. 从图 4
可以看出，现有BCD算法的NAE变化范围较大，性能不

稳定，而 LRTC 算法和所提 TT-PMF、SVDFree 算法的

NAE 变化范围小，性能稳定 . LRTC 算法是利用观测样

本 Z 的低秩性进行补全的 . BCD 算法将信号模型分解

为 Z(ijk)= ∑
r = 1

R

Sr (ij)ark + δ，其中，Sr 为辐射源 r的空间

损耗场函数，即 Sr (ij)= ϕ(ξ) f (ξvr ). 进一步地，BCD 算

法利用 Sr 的低秩性进行补全 . 在处理非平衡张量的仿

真过程中，有时不满足上述条件，导致 BCD 算法失效，

使得BCD算法的NAE变化范围较大 .

图 5 为辐射源发射功率为 45 dBm，采样率 ρ = 0.4

时，真实频谱数据Z(：：7)、采样频谱数据Z(：：7)和估

计的频谱数据 Ẑ(：：7). 从图5中可以看出，对于非平衡

频谱张量，相比现有的LRTC和BCD算法，所提TT-PMF
和 SVDFree 算法性能更优，可以获得较准确的 RM. 从

图 5 可以看出，BCD 算法的性能优于 LRTC 算法，是由

于 BCD 算法的 NAE 变化范围大，性能可能优于 LRTC

 

 

(a) 辐射源发射功率45 dBm时, NAE vs.采样率

 

 

(b) 采样率为0.4时, NAE vs.发射功率

图4　在不同采样率和发射功率下的最小、平均和最大NAE

 

 

(a) 采样率为0.1时, NAE vs.发射功率

 

 

(b) 采样率为0.4时, NAE vs.发射功率

图3　辐射源发射功率不同时,各个算法对应的NAE

 

图5　真实频谱数据、采样频谱数据与估计频谱数据
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算法，如图4（b）所示 .
表 1 给出了辐射源发射功率为 45 dBm，在不同非

平衡度 μ和采样率 ρ下的 NAE. 5 ´ 19 ´ 64 和 9 ´ 55 ´

64 在进行 OKA 算法时，每次分割时允许一个元素重

叠，分别获得的是 6 ´ 6 ´ 6 ´ 64 和 6 ´ 6 ´ 6 ´ 6 ´ 64 的

高阶张量，而 7 ´ 25 ´ 64 在进行 OKA 算法时，只在第

一次分割时允许一个元素重叠，获得 6 ´ 6 ´ 6 ´ 64 的

高阶张量 . 从表中可以看出，相较于其他算法，所提

TT-PMF 和 SVDFree 性能更优，但 SVDFree 算法计算复

杂度更低 . 从表中也可以看出，随着非平衡度 μ的减

小，算法的性能提高，随着采样率 ρ的提高，算法的性

能提高 .

5　结论

针对非平衡张量无法利用矩阵的低秩性估计完整

的张量信息，导致张量补全算法性能下降的问题，本文

首次提出基于OKA和张量TT矩阵化的频谱制图算法 .
首先使用OKA算法将低阶高维频谱张量表示为高阶低

维频谱张量，进而可以利用高阶低维频谱张量的低秩

性完成张量补全 . 采用TT矩阵化可以获得更为平衡的

矩阵，相比Tucker矩阵化提高了算法性能 . 仿真实验验

证了在不同的采样率、辐射源发送功率以及张量非平

衡度时，TT-PMF 算法和 SVDFree 算法均能达到较好的

性能，可获得更精确的 RM. 值得说明的是，虽然 SVD⁃
Free 算法性能较 TT-PMF 算法性能略为逊色，但 SVD⁃
Free 算法具有更低的计算复杂度 . 本文所提的非平衡

张量补全算法可作为现实频谱制图的有效解决算法

之一 .
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